Métodos de integración        

Métodos de integración

Dada una integral, se debe reconocer primero si es un tipo de integral inmediata o si se puede reducir a alguno de ellos haciendo transformaciones elementales ; en caso contrario, habrá que aplicar los métodos de integración. 

Integrales obtenidas por transformaciones elementales


Esquema general de métodos de integración

I. Integración de funciones racionales. 

1. Método directo.

2. Descomposición en fracciones simples. 
2.1. Grado del numerador menor que el grado del denominador.

2.1.1. Raíces del denominador reales, simples y distintas.

2.1.2. Raíces del denominador reales, múltiples y distintas.

2.1.3. Raíces del denominador imaginarias. 

2.1.4. Caso especial. 

2.2. Grado del numerador mayor o igual que el grado del denominador. 
II. Integración por partes. 
III. Integración por sustitución o cambio de variable. 
IV. Integración de potencias de funciones trigonométricas. 

  

I. Integración de funciones racionales
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1. Método directo

Importante = Lo primera esver si puede seruna integral inmediata del tipo:
et

Potencial i S

Logaritmica ]; ax =Inff|

dx=arcty f

Arco tangente [1 f =
T

* Sivemos que no podermos transformala en inmediata, pasamos al siguiente método.
2. Método de descomposicién en fracciones simples
2.1 Grado delnumerador menor que el grado del denominador.

2.1.1 Raices del denominador reales, simples y distintas.

3x-1
o

Caleular I integral

1- Descornpanemos el denominadar en producto de factores
2 - Descompanermos a fraccien original en suma de fracciones simples.
3- Reducimos a comin denorminador

1
-1 3x- AL B L 3xo1lAXeDeBx

- e
ax X (x+1) X x+1 X2 +x X(x+1)

4 - Igualamos los numeradores = 3x— 1= A(x+ 1)+ B
5 - Determinamos los coeficientes Ay B dando ax los valares que me anulan el denominador.

x=0 = 3x-1=Ak+D+Bx  =3.0-1=A0+1)+B.0
= -1 A DaBx 23 (-1)= AT+ 1+ B-(-1)

=Sa=-1
=B-3

B - Integramos las fracciones obtenidas, como suma de integrales inmediatas de tipa logaritmico

dx=

i 3x-1

> [+ dinpc+ 1]+ C
Zix





  

[image: image2.png]2.1.2 Raices del denominador reales, multiples y distintas.
. 1
1 Caleularlaintegral I=[—— dx
*(x-1)
Los pasos a seguir sonlos mismos que en el caso anterior, el cambio esta en el factor mltiple.
. 2
En este caso el factor multiple es un factor doble, (x-1)° asignamos un coeficiente para el

factor (x-1)y otro coeficiente distinto para el factor (x-1)7

- Descomponemos la fraccion ariginal en suma de fracciones simples y reducimas
a comin denominador

Dos coeteientzs B y €
1 A B [ 1 Ax-1 +Bx-(x-1)+C-x
X

s 2 = -
x-(x=1f

x=1" (k=1 Xo(x-1F X (x=1F

- Igualamos los numeradores = 1= A-(x— 17 +B-x- (x- 1)+ C-x

- Determinamos los coeficientes A, By C dando a xlos valores que me anulan el
denominador, y atro valar cualquiera

x=0 = 1=2A (-1 +Bx-(x-1+C-x = A=1
= 1A (- +Bxx-1)+Cx = C=1
x=2 = 1=A (- +Bxx-Cx > 1=1+2B+2 = B

- Integramos las fracciones abtenidas, cormo suma de integrales inmediatas

260 +11x 12344,
26T 2044

2 Caleularlaintegral I=|

x-ax% +4x2
=201 12x4e4 2 +10P 144 A B C D
Xt -4 4 4 X2 (x-27 X 2 x=2 (x-27
28 4153 -12x+4 A x (x=2F +B (x-2 +C% (x=2)+ D2
X2 (x-2f X2 (x-2f

23 413 12x44 = Ax(x-27 4B (x-2F +C 2 - (x-2)+ D2

x=0 =4=4B =B=1 x
x=2 = 8-4D =D=2 x

= 1=A+B-C+D A-C
1= 289=-8A+9B-3C+D |-3A-

-3 4 1b3 - 1244 2 1 0
dx= - [2 de [ dor dx+
f X - ax¥ s a2 1% I% =





[image: image3.png]2.1.3 Raices del denominadorimaginarias. Tipo neperiano - arco tangente

IM dx M =0, ax?+hbx+cimeducble = Raices imaginarias o complejas

o +bx+c

Esta integral se descompone en dos: una de tipo neperiano y otra de tipo arco tangente
Para ello, se hace que en el numerador aparezca la derivada del denominador manejando
constantes. Luego resolvernos la dos integrales inmediatas.

Ejemplos
1 Caleularlaintegral I=[— 258

W ax+13
- Descompanemos el denominador en factores

4+ J-47-4.113 44038  Notiene solucion real

X -dx+13=0 = x= !
Raices imaginarias.

- En el numerador debe aparecer la derivada del denominador.
B
x-4 =Mangjamos constantes 2x-4+4+5= -4 +9

X - 4x+13 =f

- Descomponemos la integral en suma de dos integrales inmediatas, una de tipo logaritmico
yla otra de tipo arco tangente. Resolvernos cada una de ellas por separado

| 22><+5 o= 2x2—4+4+5dxzj 22x—4 oot | 9
—4x+13 X2 -4x+13 XZ - 4x+13

2x-4

Tipo neperiana = Sk B 4><+13‘
X -ax+13
g
Tipo arco tangente E | [ Ry (i —
" o 2 Ix2—4><+13 Ix2—4><+13

Cuadrada perfecto del denominador & ~ 2ab+ b2 = X2 ~dx+13 =37 ~dx+ 4+ 8= (x-2)° +9

* i 0 1o ves puedes hacerlo como vimos en los ejermplos de integrales de tipo arco tangerte y simplficar.





  

[image: image4.png]- Descompanemos el denominador en factares
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- En el numerador debe aparecer la derivada del denaminadar.

Eaxal =

= 2¢+1 =Manejamos constantes 2x+7= 2x+1+6 =

~ Descomponermos la integral en suma de dos integrales inmediatas

—_—t—
2x+7 2x+146 2l
= = o+
I><2+><+1 I><2+><+1 I><+><+1 I><+><+1
Tipo neperiano = =2 241 gy [+ x|
X2 xel
Tipo arco tangente = =6 dx=6.4 dx=
° . b= I><2+><+1 I><+><+1 I4><2+4><+4
1 1 24 1
=24 =24 = =
I4><2+4><+4+171 I(ZXM)ZH 3 Iw [z 1]2
N
3
12 2x+ 1
R [7]
3 3

+, = jﬂdx: n [ exe | + 12 rotag (2]
3 ax+l N Nel





Caso especial

[image: image5.png]2.1.4 Casoespecial

1
x¥+1

Calcular laintegral |=]
- Factorizamos el denominador. x* +1= (x+1)(x® =x +1) Elfactor (x* - x +1) esirreducible
- Descomponermos en fracciones simples

1 AL Mx+N
3 o et
Bt x+ 1 Fox 4

=1=3 > A=13
= 1=A+N = N-=2/3
= 1=A+MIN = M=-13

1=

x4+ 1) (M N) (e 1)

- Integramos

, :I(—va)xﬂ/a .

X =x +1

Tipo logaritmica Tipa arootangente

Tipo logaritrmica = —

Tipo arco tangente = - %

E

1
ZI(fow)z el 2




 

División de polinomios 

[image: image6.png]2.2 Grado delnumerador mayor oigual que el grado del denominador

Divisian de polinarmios
Dividimos el numerador P(x) por el denominador O(x) y obtenemos el cociente C(x),
mas el resto R() dividida por el divisor Q)

; Rational
Py T 00 Pix Ri Polimica
- \—C = S = | P oo+ [P s
) Gk () Qx)
Calcular la siguiente integral |=1de
9 9 X+
2
axal bl | L @exat 1
X x X+ Xl
2
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II. Método de integración por partes o integral de un producto

[image: image7.png]El métoda de integracion por partes, se basa en la derivada de un producto de funciones.
Sean uyv dos funcianes derivables. La diferencial del producto u-ves d (u-v) = u-dv +v.du
integranda ambos miembros, se obiene - u-v = [v.du + [u-dv despejamos [u-dv, obtenemos

Iaférmula paraintegrar por partes

]u dv=u-v 7]v du | Reglanemotécnica: un dia vi un valiente soldado vestida de uniforme

- Cuando aplicamos la famula, hay que elegir u y dv en el integranda. Sila nueva integral es
més complicada que |a de partida debemos cambiar uy dv.

- Algunas veces hay que repetir a integracion por partes varias veces, integrales sucesivas
Ver ejemplo 3.

- Cuando al hacer integrales sucesivas olitenemos en el segunda mismbro una integral igual que
Ia de partida, se despeja la integral para obtener una primitiva. Ver ejemplo 4.

Este métado es it en el calculo de integrales delos siguientes tipos :
[Peg-a* dx  [Rg-eXdx [Pp)senxdx  [P(x)-cosx dx  siendo P(x) un polinomio
Ja* senxdx [a* cosxdx [eX-senxdx  [eX. cosxdx

Ejemplos

1 1=[x-e*dx
- Elegimosu ydv, la dv debe contener dx. Caloulamos duy v

s Uox o DEWAMBSU gy o guofigk-dk = du-dx
X

el = Integramos dv

v =& dx X

v = vefefd=et= v=e

PV LTI N ST
- Formula Judv=u-v-[v.du = [x.efdx=x e -[e* dx=xet-ef 4 C

Jinxdx * Integral de un logaritmo
u W 1

il uslhx - du=_.dx
nx o = x

dv=dx - v=x

e =x-Inx = = x-Inx-x+ C




  

[image: image8.png]3 —Ixz senxdx * Porpartes variasveces, integrales sucesivas

u=x® s du

x i

Rosenxdx =

dv-senxdx - v=[senxdx-

[® senxdx = (-5 x) +*[ (o) 2x cx =->7 cos x + 2x-sen x + 2cos X
2dx

dv=cosxdx - v=[cosxd

u=2x - du

Integramos [ (cosx)- 2x dx

senx

J(eosx)-2xdx = 2x-senx- 2f senx dx = 2x-sen x + 2c0sx Lo colocamos * 1

" -cos xdx * Obtenemos en el segundo miembro una integraligual que la original

. u= - du=g i
Je* cos xax
dv=cosxdx — v=[cosxdx=senx

Je* -cos xdx=e* senx-*[e* - senx dx =

u - du=efdx

Integramos de nueve *[e* - sen x dx
dv=senxdx - v=[senxdx=-cosx

cosx ) dx = - &¥ cosx+ [eX-cos xdx * Integral original
Continuamas completando la integral

e -cos x dx =€ -sen x-*[e* - sen x dx = e* - sen x -

& cosx+ [oX cos xax |

e -cos xdx =€ -senx + € cos x - [* - cos x dx

En el segundo miembro aparece la integral ]ex cos x dx igual que la original. La pasamas al
primer miembro y despejamos a integral

e cos xdx+ [ cosxdx = e¥-senx +e* cosx

x « 2 [
Je*-cos xdx senx+ ¢ :szﬂile cos x o=

(&% semx+ e cos x)

&% cos xdx

(g% senx+ e cos x )




 

III. Integración por sustitución o cambio de variable

[image: image9.png]Este método se basa enla utilizacion de la derivada de |a funcion compuesta
Se trata de definir una funcion g tal que x = g(t) y transformar el integrando f(x) dx en otra mas
sencillo, que se pueda resolver de manera inmediata

x=g(t)

dx=g (D) dt
Es un métoda muy importante, se estuia en cursos superiores. Aqui veremos casos sencillos

= Sustituimos en la integral [f(x) dx = [ dx = [f[o(0)] o'(t) ot

Ejemplos

dx

1 |=jﬁ

- Camhio de variable, despejamos x y caloulamos i
BT = P axsl = x=f 1= 2dt

- Sustituimos e integramos

= x:](giw) 2tett=2f(2 - et - 2[ [ £ db[mt}:z[%%}:ﬁfzt

B

- Deshaceros el cambio para dar |a solucion

2,2 o+ 1

251+ C

5
[ ¥

Carmbiot = Inx , calculamos dt , despejamos éx v susituimos.  dt= Ldx dx=x ot
x

5 .1 T _
jx e dxfﬁjﬁ)(dtsﬁhd =5Inf =51n Jnx|+C

+1=dx=2tdt

1
1+ 8

d=2arctyt =2 arcty k- 1+C

%zxm:zj




IV. Integración de potencias de funciones trigonométricas

Exponentes pares o impares positivos 
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Casos

1 Alguno delos exponentes m o nesun nimeroimpar y positivo

Se separa uno para el diferencial y el resto se transforma en el contrario, mediante la
formula fundamental sen®x + cos?x = 1 y al contrario se le llama t
Bl segundo coeficierte puede ser cualquier numero real

Jsen cos?x dx

[serxcodx = [sansc - serix s senx] - [ s oo senx i =

=[sen®x = 1- cos?x] = [(1- cos? x) cosx senx dx =

oo ¢
B e

[(cox-cos') semxx =

dt
—cosx | cos® x

+ +C
3 5

2 Los dos exponentes my n sonpares positivos

Se van rebajando los grados con las siguientes famulas

e | ':;sZu. I +:;szfx

[sen®xdx

[sertx dx = I(senzx)z dx = I[#de - % J(1-20052x+ cos? 2¢) dx =

I[W*Z:Dsbwwj !

=g J(2-4c0s20+ 1+ cosdx) dx=

ENEN

[(3-4c0s2x+ cosax) dx:% [f2 dx-4fcos 2ccx + [eos 4xax]

c

4sen 2x _ sen 4x 3x _ sen 2« sen 4x
3x- + L C + +

7 ) 5 4 32




Ejercicios  

[image: image11.png]1 Resuelve las siguientes integrales utilizando elmétodo deintegraciénpor partes

a) [arctgxdx = arctgx dx = x arctgx- In(1+32)+C
b) [ dx = +C

o Igdx =

d) jsx cos x dx = 3x cos x dx = 3x senx + 3cosx +C.

2 Resuelve las siguientes integrales racionales.

5x-3
d = dx =3I+ -1~ 4inps 1+ ©
) (52 x = 3infx|+Infx - 1|~ 4Infx+ 1+
K -25+6 2x+8 5
b) @ = = Infx~1]- +C
e 55 e
x+2 x+2 1
) jx2+ dx = de: i\n(x2+1)+zamgx+c

= Infx= 2]+ 2infx+ 2+ ©

5 P Enfe )] s 2

248 3
2x+10 2410 > 241
20 g = [ 2 geoin(s® e xe 1)+ B4F arc c
f)I><2+><+1 el (Erxei)eol g[ﬁ}

3 Resuelve las siguientes integrales por sustitucion.

e s
Q) [xEFide =[xl wfmm

1 1
)]dex = jx Xﬂdx:m(mfw)wn(mm)m:

1
o) ]H&dx = IX+&dx:Z\n(&+1)+C

d) I%dx = VX dx = 2% - Zarctgx + C

T+x




